Komplexe Rechnung CHS 2019/2020/2025 V05

Komplexe Zahlen und ihre Anwendung in der ET

1 Grundsitzliche Bedeutung der komplexen Zahlen

Wie soll die folgende Gleichung gelost werden?
x2+1=0

Um eine Losung zu finden, missen die reellen Zahlen durch Einfihrung imaginarer Zahlen zu
den komplexen Zahlen erweitert werden.

z=a+bi
Als imagindre Einheit gilt per definitionem:

i =V—1 ; daraus folgt:

i2=-1
PB=i2i=—1i=—i
it=i22=(-1)(-1)=1
.5_.2 .2 . .

>=i“-i“-i=i
Ein Wurzelterm mit negativem Radikanden lasst sich nun wie folgt auflosen:
V=2=\2-(-) =Va-V-1=2-V=1=2i

Das Produkt zweier imagindrer Zahlen ist stets reell.

Anm.: Um Verwechslungen mit der Stromstirke zu vermeiden, benutzen Elektrotechniker fur die
imaginire Finheit anstelle von 1 den Buchstaben j und schreiben anstelle von bi stets jb.

Im Unterschied zu den reellen Zahlen (die sich auf der horizontalen Zahlengeraden befinden),
sind komplexe Zahlen Punkte in der komplexen Ebene. lhre Lage ist gegeben durch den Real-
teil (Re) und den Imaginarteil (Im) der komplexen Zahl z.

Re(z) = a Im(z) =b |z| =Va% + b?

Komplexe Zahlen lassen sich auf verschiedene Weise darstellen, namlich:

Algebraische Notation Trigonometrische Notation Exponentielle Notation
Gaullsche Darstellung Goniometrische Darstellung Eulersche Darstellung
z=a+bi z =r(cos @ + jsin ) z=r-e"

Anm.: In einigen Darstellungen finden wir z in Frakturschrift. Anstelle von z wird auch Z verwen-
det. In einem Buch der Regelungstechnik ist dem Schreibenden auch Z begegnet. Weil das "Dach"-
Zeichen ansonsten den Scheitelwert einer sinusformigen Grosse charakterisiert, raten wir von letz-
terer Verwendung ab.

a) Die algebraische Notation (auch Komponentenform, kartesische Darstellung oder Normal-
form genannt) wird zur Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen verwendet wie aus
Abb. 1-1 ersichtlich.

b) Die trigonometrische Notation (auch goniometrische Darstellung oder Polarform) wird zur
Umrechnung zwischen der Normal- und der Exponentialform verwendet (Abb. 1-2).



Komplexe Rechnung CHS 2019/2020/2025 V05

c) Die exponentielle Notation (auch als Eulersche Darstellung bezeichnet) wird zur Multiplika-
tion und Division von komplexen Zahlen verwendet. Insbesondere mit dem Taschenrechner
ist dies problemlos moglich. Die Multiplikation ist in der komplexen Ebene eine "Drehstrek-
kung", indem die Winkel addiert und die Betrdage multipliziert werden.

Die drei Darstellungsarten sind gleichberechtigt und ineinander umrechenbar; b) und c) gehor-
en zur polaren Darstellungsform.

-
E 3
=z
|
b = |z|sin@demmeeeoee z=a+ib "
l=| ! . : >
' ! 4&:@;
T l;' ?-_J"
a=|z|oosp lwl/™ T~
w
Abb. 1-1 Abb. 1-2
Koordinatendarstellung der Trigonometrische Darstellung
komplexen Zahlen der komplexen Zahlen
d) Umwandlung der Darstellungsarten:
r= A/ x2 4 _:/2
/ o = sgn(y) - arccos( ,L) \
\
Kartesische Form Polarform
x + 1y = |r-(cos(p)+isin(¢)) = 7r-eb
Trigonometrische Form Eulersche Form
e = r-cos () /
y = v -+sin ()

Quelle: https://www.youtube.com/watch?v=TGJHNQY9cjA

1.1  GauBlsche Darstellung einer komplexen Zahl

In kartesischen Koordinaten lautet die Notation einer komplexen Zahl z nach "Elektrotechni-
kerart" wie folgt:

z=a+jb
Der Betrag — und damit die Lange des Zeigers — wird mit dem Satz des Pythagoras ermittelt.
|z| =r =+Va? + b2

Die komplexe Zahl — als Bildpunkt P(x,y) in der komplexen Ebene — ist durch den Ortsvektor

2
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OP eindeutig bestimmt (Abb. 1-3).

| imaginare Achse
h.

21 2 =2+ 2)

-2 =10 \i 2 reelle Achse
_1.

-2{ Ursprung (0;0)

Abb. 1-3
Komplexe Ebene (auch als GauBsche Zahlenebene bezeichnet)!

Man nennt z* die komplex konjugierte Zahl; diese entsteht durch Spiegelung der komplexen
Zahl an der reellen Achse. Betrag und Realanteil bleiben bei der Konjugation unverandert.
Beim Imaginaranteil erfolgt ein Vorzeichenwechsel.

z"=a—jb
Rechenbeispiele:

1) Bei der Addition von komplexen Zahlen werden Real- und Imaginarteile gesondert (d.h. je-
weils fiir sich) addiert. Der Betrag der resultierenden komplexen Zahl wird mit dem pythago-
reischen Lehrsatz bestimmt.

z=z1+2=06+2)+(3-jH=06-3)+jC-4) =2-2
|z| = V22 + 22 =8 =12828

2) Bei der Division zweier komplexer Zahlen in algebraischer Notation wird der Bruch mit dem
konjugiert-komplexen Nenner erweitert, um dadurch einen reellen Nenner zu bekommen.

31 313
Z_z_Zz'Zik
4+3i=4+3i.2—2i=8—8i+6i—6i2=14—2i=175_025i
2420 2420 2—-2i 4—4i+4i—4i 8 ’ ’

! Bildquelle: http://elektroniktutor.de/fachmathematik/komplex.html
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1.2 Trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl

Bei dieser Darstellung ist z durch einen Zeiger der Lange r und einen Winkel (¢) eindeutig
bestimmt (Abb. 1-4). Der Betrag von z wird als Modul der komplexen Zahl bezeichnet. Das
Bogenmal} des Winkels, den der Zeiger mit der positiven reellen Achse bildet, ist das Argument
der komplexen Zahl.

Im(z)

y=r-sing

X =Tr"COoSP Re(z)

Abb. 1-4
Trigonometrische Darstellung (Polarform) komplexer Gréssen

In Polarkoordinaten lautet die Notation einer komplexen Zahl z wie folgt:
Z=r-'cos@+jr-sing

z=r(cosp +jsing) r Betragvonz

r= |g| =.x%+y2 @ Argument (Winkel, Phase) von z im BogenmaR

b
arg(z) = arctana

Der Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl z* entspricht einem Vorzeichenwechsel im Argu-
ment, wahrend der Betrag unverandert bleibt.
Rechenbeispiel:

Die komplexe Zahl z = 3 + j2 soll in die goniometrische Form gebracht werden.

2
Q= arctan% = arctan§ = 33,69°

|z| = Vx2 +y2 =32 + 22 = V13 = 3,606

z =r(cose + jsing) = 3,606 - (cos33,69° + jsin33,69°)
Die Probe ergibt:
z = 3,606 (0,832 + j0,554) ~ 3 + 2

1.3 Eulersche Darstellung einer komplexen Zahl

Aus der Eulerschen Identitdt e/ = cos @ + j sin ¢ folgt:

gzr-ej‘p = 7. ell@+k-360°

Fur die konjugiert komplexe Zahl gilt: z* =7 - e ¢
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Aus einem Spezialfall der Eulerschen Formel ergibt sich eine fundamentale Gleichung, in der
die Eulersche Zahl e und die Kreiszahl T mit der imaginadren Einheit i verbunden wird.

em:l-Z —>6m=—1

Die Exponentialform ist vorteilhaft beim Multiplizieren, Potenzieren, Radizieren und Logarith-
mieren komplexer Zahlen.

Rechenbeispiele:

1) Gegeben sind ein Strom I = 5,5 mA - ¢/%%° und ein Widerstand Z = 5 kQ - /%", Wie gross
ist die anliegende Spannung?

U=2Z-1=(510°Q-¢/*)-(551073A - ¢/%0") = 27,5V - /105

2) Gegeben sind eine Spannung U = 110 V - e/°* sowie ein Widerstand Z = 500 Q - /",
Wie gross ist die Stromstarke?
U 110V-e/%

=————— =0,22A -/

1= =%00a-en

2  Verwendung der komplexen Zahlen in der Elektrotechnik

Zur mathematischen Behandlung von linearen Netzwerken eignen sich unterschiedliche Ver-
fahren. Bekannt ist die geometrische Addition von elektrischen Gréssen (Strom, Spannung,
Impedanz, Admittanz) bei einfachen Schaltungen. Bei komplizierteren Schaltungen ist die geo-
metrische Methode aber schwierig zu handhaben. Geeigneter ist in diesem Falle die von
Charles P. Steinmetz (1865-1923) in die Wechselstromtechnik eingeflihrte "symbolische
Schreibweise", die sich der komplexen Zahlen bedient.

2.1  Zeigerdarstellung von Wechselstromgrossen

Weil es sich bei sinusformigen Signalen um zeitperiodische Vorgange handelt, lassen sich die
betreffenden Grossen als rotierende Zeiger behandeln (Abb. 2-1). Der resultierende Zeiger
rotiert mit derselben Winkelgeschwindigkeit, wenn die beteiligten Grossen dieselbe Frequenz
besitzen.

-
-

y _}

t t
90° 270°

N
/%’

Abb. 2-1
Zeigerdarstellung harmonischer Schwingungen mit Ubertragung ins Liniendiagramm
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Der eulersche Faktor e/®t entspricht in der komplexen Ebene einem Zeiger der Linge 1, wel-
cher mit der Winkelgeschwindigkeit w im Gegenuhrzeigersinn rotiert (Abb. 2-1). Gelegentlich
ist auch von einem Drehzeiger (Dreher) oder Versor die Rede. Ein fester bzw. ruhender Zeiger
wie die komplexe Amplitude wird in der Elektrotechnik als Phasor bezeichnet.

Ein Zeiger ist eine komplexwertige Grosse und sollte nicht mit einem Vektor verwechselt wer-
den. Die Spannung u bspw. ist ein Skalar und kein Vektor. Zeiger diirfen aber wie Vektoren
geometrisch addiert werden.

Im A

; e'"=cos ¢ + i sin ¢
jImu
— T ™ t
sin @ j i singg N
9 VAR
O|cos ¢ 1 Re \
@
0 ,
0 icosp @ Reu
Abb. 2-2 Abb. 2-3
Anwendung der Eulerschen ldentitt? Spannung u als rotierender Zeiger®

Eine sinusférmige Spannung wird nach der Eulerschen Methode wie folgt geschrieben:
u(t) komplexer Momentanwert

u(t) = u- el (@b il reelle Amplitude (Scheitelwert)
el(@t)  rotierender Einheitszeiger

Jede Sinusschwingung kann durch eine komplexe Zahl beschrieben werden, welche auch die
Frequenz enthélt. Der zeitabhdngige Zeiger rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w.

Die obige Gleichung kann auch wie folgt geschrieben werden:
u=1uzse

Gelesen als: u ist gleich i Versor ¢ (wobei il der Betrag und ¢ das Argument der komplexen
Grosse ist). Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass man keinen Exponenten hinschrei-
ben muss.*

2 Bildquellen: https://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Formel
3 Ebd.
4 https://de.wikipedia.org/wiki/Versor
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3  Komplexe Wechselstromrechnung

3.1 Impedanz

In realen Schaltungen kommen ausser Wirkwiderstanden auch sog. Blindwiderstande vor. Als
Blindwiderstand oder Reaktanz werden Komponenten bezeichnet, deren Widerstand von der
Frequenz abhangig ist. Wir unterscheiden zweierlei Formen des Blindwiderstandes. Zum einen
die Induktanz, die von einer Induktivitat abstammt, zum anderen die Kapazitanz, deren Name
von der Kapazitat abgeleitet wurde. Induktivitaten sind z.B. Spulen, Drosseln und Transforma-
toren, somit Bauteile, die magnetische Felder erzeugen. Kapazitaten sind Kondensatoren, die
elektrische Felder erzeugen. Auch lange und parallel gefiihrte Leitungen bilden Kapazitaten.
Weil die Feldenergie beim Abbau des Feldes an die Quelle zuriickgeht, ist von "Blindenergie"
die Rede. Uber eine Periode integriert wird bei der idealen Reaktanz keine Energie "ver-
braucht". Charakteristisch fiir samtliche Reaktanzen ist, dass zwischen Spannung und Strom
eine Phasenverschiebung von einer viertel Periode besteht.

In praxi verhalt es sich so, dass auch eine Reaktanz gewisse Verluste verzeichnet, die durch
ohmsche Widerstande hervorgerufen werden. Bei Spulen handelt es sich dabei um den Draht-
widerstand der Wicklung, bei Kondensatoren um den Verlustwiderstand im Dielektrikum. Eine
derartige Kombination von Wirk- und Blindwiderstanden bezeichnen wir als Impedanz (Z)
oder als Scheinwiderstand.

N . . . Ohmscher
Wirkwiderstand (Gleichstromwiderstand) in Ohm [Q] Widerstand
Induktiver Widerstand oder Induktanz X, = jowL
Reaktanz X=X —Xc

Kapazitiver Widerstand oder Kapazitanz X, = L
wC

Scheinwiderstand (Wechselstromwiderstand) in Ohm [Q] Impedanz Z=R+jX

3.2 Admittanz

Bisher sind wir von der Reihenschaltung von Wirk- und Blindwiderstanden ausgegangen. Das
muss nicht immer der Fall sein. Handelt es sich um eine Parallschaltung von Widerstanden, so
mussen wir mit dem Wirkleitwert G und den Blindleitwerten BLund B¢ rechnen. Die resultie-
rende Grosse heisst Admittanz (Y) oder Scheinleitwert.

o I Konduktanz 1
Wirkleitwert in Siemens (] Kehrwert des Wirkwiderstandes G= R
% 1
Induktiver Blindleitwert L " jwl )
Suszeptanz B =B;— By X = =
Kapazitiver Blindleitwert B. = a)_C
J
] 1
Scheinleitwert in Siemens [S] Admittanz Y=G+jB Z= 7
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3.3 RCL-Reihenschaltung

Weil die Teilspannungen nichtohmscher Widerstande (Induktivitdten, Kapazitaten) gegeniber
dem gemeinsamen Strom um 90° phasenverschoben sind (und sich Widerstande proportional
zu den Spannungen verhalten), diirfen wir die Widerstande geometrisch addieren und es gilt
der Satz des Pythagoras.

2

1
Z = |R2 ( L——)
+|w oC

Zusammen mit dem Wirkwiderstand entsteht ein Widerstandsdreieck (Abb. 3-2).

R c L XL ﬂ‘ Xc
— ] il N
]| z
X=al-1/eC
Ur
— U
—
| Ue | l | >
R
Abb. 3-1 Abb. 3-2
Zeigerbild von Spannungen und Strom Widerstandsdreieck

3.4 RCL-Parallelschaltung

Weil die Teilstrome nichtohmscher Widerstande (Induktivitaten, Kapazitaten) gegentiber der
gemeinsamen Spannung um 90° phasenverschoben sind (und sich Leitwerte proportional zu
den Stromen verhalten), diirfen wir die Leitwerte geometrisch addieren.

2

1
y = 62+(wc——)
wlL

Zusammen mit dem Wirkleitwert entsteht ein Leitwertdreieck (Abb. 3-4).

Io I, ' 1/Xc i XL
— Y
Ir u R U = C u L B = oC-1/aL
G =
Abb. 3-3 Abb. 3-4
Zeigerbild von Stromen und Spannung Leitwertdreieck

Résumé: Bei einfachen RCL-Netzwerken ist die geometrische Methode angezeigt, aber bei
komplizierten Schaltungen wird es umstandlich. In diesem Fall verwenden wir die komplexe
Wechselstromrechnung (auch als symbolische Methode bezeichnet), um so schneller ans Ziel
zu gelangen. Impedanzen und Leitwerte im Wechselstromkreis verhalten sich namlich wie

komplexe Grossen, d.h. dass sich reelle und imaginare Anteile addieren lassen. Den Betrag der
8
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resultierenden Grosse, die Admittanz, erhalten wir durch Anwendung des pythagoreischen
Lehrsatzes.

In praxi treffen wir meist eine Kombination von Reihen- und Parallelschaltung des komplexen
Widerstandes an, so dass die Berechnung in Teilschritte gegliedert werden muss. Ein Hilfe ist
uns der wissenschaftliche Taschenrechner (insofern dieser die komplexe Rechnung be-
herrscht).

L [ =50 Aufgabe:
JN%'\..L c = Gegeben sei ein Netzwerk aus RCL-

n “out Gliedern. Berechne die Stromstirke,
i l' wenn die anliegende Spannung 100 V
Vin 0.22 uF Ry und sidmtliche Widerstinde 100 Q
betragen.
Abb. 3-5

Gemischte Schaltung
Zunachst bestimmen wir den Leitwert der Bauteile L, || C.
Yies =Jj(BL, —Bc) =j(1005 —1005) =05 — Xye5 = ©

Danach addieren wir Real- und Imaginarteile zur resultierenden Impedanz.

Z = Ry + (Xyes + X11) = 100 Q + j(c0 Q + 100 Q) = 100 Q + joo Q)

1Z] = |R,* + X2 = /(100 Q)2 + (0 Q)2 = o0

u 100V
= =04

Fazit: Es fliesst kein Strom, denn das Parallelglied L, || C wirkt als Sperrkreis mit unendlich
grossem Widerstand. Dies ist immer dann der Fall, wenn die kapazitiven und die induktiven
Blindwiderstande gleich gross sind und somit Resonanz vorhanden ist.

3.5 Scheinleistung in der komplexen Zahlenebene

Bei Wirkwiderstanden (R) befindet sich der Leistungspfeil auf der reellen Achse. Bei Induktan-
zen (Qu) zeigt der Leistungspfeil (Qu)auf der imaginaren Achse nach oben, bei Kapazitanzen
(Qc) nach unten.

S=U-I

Aus der geometrischen Summe ergibt sich die Scheinleistung.

|§| = \/P2+(QL_QC)2
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Abb. 3-6

Komplexe Scheinleistung®

Anm.: Gemaiss Abb. 3-6 ist die kapazitive Blindleistung (Scheinleistung) negativ. Das bedeutet,
dass auch der imaginére Anteil negativ ist (somit -jS). Ein negatives j ist aber gleichbedeutend
mit:

jioJjr -1
4  Anhang

4.1 Eulersche Notation

Komplexe Zahlen lassen sich in unterschiedlicher Schreibweise darstellen. Eine davon ist be-
kanntlich die Eulersche Notation (auch Exponentialdarstellung genannt).

e/ = cos (@) + j - sin(p)
e/ (@) ist der normierte Drehzeiger im Einheitskreis.
Daraus folgt fir die komplexe Grosse:

Z=17-el® Der Winkel (¢) wird als Argument von Z bezeichnet.

4.2  Phasor

Unter dem Phasor (Zeiger) versteht man die komplexe Amplitude in Form eines ruhenden
Zeigers, also den komplexen Effektivwert.

7 =7 el®

> https://www.youtube.com/watch?v=EEW5twSmfKE
https://www.youtube.com/watch?v=FkRgFE86pel
10
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4.3 Versor

Als Versor (Dreher) bezeichnet man folgende Schreibweise:
2¢ = cos(p) +j - sin(e)

Daraus folgt:

2@ = el @)

In praxi steht vielfach die abgekiirzte Schreibweise:

Der Betrag der komplexen Grosse (Z) wird als Modul von Z bezeichnet und

Z=7s
- v o als das Argument der komplexen Grosse.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass man keinen Exponenten hinschreiben muss.®
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5 https://de.wikipedia.org/wiki/Versor
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